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　　摘　要：　为了有效地的恢复遮挡点，本文提出一种迭代二次规划遮挡点恢复方法，该方法首先分别利用图像矩
阵的行向量和列向量在图像矩阵生成的正交补空间上的投影为０的特性，构造行和列余差函数，同时，对遮挡点分别
按行为主序和列为主序进行排列，利用排列后这两者之间存在一个变换关系，将行和列余差函数统一表示为一个二次

优化目标函数．该方法同时考虑了遮挡点在行和列两个方向的约束，而且将遮挡点求解转化为迭代求解一个二次规划
问题．实验结果表明，本文方法具有收敛速度快，恢复精度高等优点．
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ｈｉｇｈｐｒｅｃｉｓｉｏｎ．

Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：　ｏｃｃｌｕｓｉｏｎｒｅｃｏｖｅｒｙ；ｑｕａｄｒａｔｉｃｐｒｏｇｒａｍｍｉｎｇ；ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎ

１　引言
　　特征点提取和跟踪是三维重建、目标跟踪与识别、
人体形为分析等计算机视觉研究的前提和基础［１～３］．由
于各种原因，在特征点的跟踪过程中，必然会导致部分

特征点跟踪丢失，即遮挡点．如何恢复这些遮挡点，就成
为当前计算机视觉的研究热点问题之一［４～６］．

为了恢复遮挡点，部分学者采用子矩阵法对遮挡

点进行恢复［７，８］．但子矩阵法每次只能恢复一个遮挡
点．为了克服该方法的缺点，有些学者利用图像矩阵等
于投影矩阵和空间点矩阵之积的特性，采用 Ｒｅｓｅｃｔｉｏｎ
ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎ技术（即保持空间点不变，求解投影矩阵，然
后保持投影矩阵不变，求解空间点，如此循环迭代求

解）进行遮挡点恢复．在该类方法中，最典型的就是
Ｗｉｂｅｒｇ方法［９］，目前它已经成为遮挡点恢复的标准算

法之一［１０～１２］．虽然有部分学者在 Ｗｉｂｅｒｇ方法的基础上
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进行了改进，但该类方法仅在遮挡率低时比较有效．同
时，部分学者利用重投影点和已知点构造目标函

数［１３，１４］，采用牛顿迭代法进行求解，但该目标函数是一

个非凸函数．刘等人将图像两两组合，提出了一种线性
遮挡点恢复方法［１５］，但若两幅变化非常小的图像组合

在一起，很容易导致算法失效．
为了解决这个问题，一些学者利用图像矩阵和空

间结构点的行向量生成同一子空间的特性［１６，１７］，对遮

挡点进行迭代求解，该方法没有考虑列方向的约束，因

此，恢复精度比较低．
为了克服上述缺点，本文提出一种迭代二次规划

遮挡点恢复方法，该方法分别利用图像矩阵的行向量

和列向量在图像矩阵生成的正交补空间上的投影为０
的特性，构造行和列余差函数，同时对遮挡点分别按行

为主序和列为主序进行排列，利用排列后这两者之间

存在一个变换关系，将行和列余差函数统一为一个二

次优化目标函数．该方法由于同时考虑了遮挡点在行
和列两个方向的约束，因此具有更高的恢复精度．同时，
该方法将遮挡点求解转化为迭代求解一个二次规划问

题，而二次规划问题的求解具有良好的数值特性，如可

以一次线性求出全局最优解，因此本文具有收敛速度

快，而且能够收敛到全局最优．

２　相机模型
　　在相机为正投影模型下，假设有 Ｎ个三维空间点，
Ｑ幅图像，则有［１７］：

Ｗ２Ｑ×Ｎ＝Ｓ２Ｑ×３Ｘ３×Ｎ （１）
式中 Ｗ２Ｑ×Ｎ为图像矩阵，Ｓ２Ｑ×３为相机投影矩阵，Ｘ３×Ｎ为
三维空间点矩阵．

为了叙述方便，令Ｍ＝２Ｑ，则上式可以表示为：
ＷＭ×Ｎ＝ＳＭ×３Ｘ３×Ｎ （２）

从式（２）可以看出，图像矩阵ＷＭ×Ｎ的秩为３，对ＷＭ×Ｎ进
行奇异值分解，则有：

ＷＭ×Ｎ＝ＵＭ×３Λ３×３Ｖ３×Ｎ （３）
从上式可以看出，ＷＭ×Ｎ中的列向量和 ＵＭ×３的列向量生
成同一线性子空间，ＷＭ×Ｎ中的行向量和 Ｖ３×Ｎ的行向量
生成同一线性子空间．

３　迭代二次型规划遮挡点恢复方法
　　从式（３）可以看出，ＷＭ×Ｎ和 ＵＭ×３的列向量生成同
一线性子空间，根据投影定理可知，任一列向量投影到

ＵＭ×３列向量生成的正交补空间上的投影矩阵为：
Ｔｃ⊥Ｍ×Ｍ＝ＥＭ×Ｍ－ＵＭ×３Ｕ

Ｔ
Ｍ×３ （４）

式中ＥＭ×Ｍ为单位阵．
任意行向量投影到 ＷＭ×Ｎ行向量生成的正交补空

间上的投影矩阵为：

Ｐｒ⊥Ｎ×Ｎ＝ＥＮ×Ｎ－Ｖ
Ｔ
３×ＮＶ３×Ｎ （５）

３１　列方向约束
ＷＭ×Ｎ中的任一列向量γｎ投影至ＷＭ×Ｎ的正交补子

空间为０，可以转化为求余差ｒｃｎ的极小值，即：
ｒｃｎ＝γ

Ｔ
ｎＴ
ｃ⊥
Ｍ×Ｍγｎ （６）

将上式展开，则有：

ｒｃｎ＝Ｘ
Ｔ
ｎＢｎＸｎ＋２ｂ

Ｔ
ｎＸｎ＋ｂｎ （７）

式中Ｘｎ为γｎ中的未知向量，Ｂｎ为的 Ｔ
ｃ⊥
Ｍ×Ｍ子矩阵；ｂｎ

为Ｔｃ⊥Ｍ×Ｍ行中的元素和γｎ中已知元素相乘之和，ｂｎ为常
数项．

在上述推导中，我们仅针对 ＷＭ×Ｎ矩阵中的第 ｎ列
γｎ，若对于所有的列，则总余差为：

ｒｃ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ｒｃｎ （８）

将式（７）代入式（８），则有：
ｒｃ＝ＸＴＢｘ＋２ｂＴｘ＋ｂ （９）

式中ｘ＝

Ｘ１
Ｘ２


Ｘ











Ｎ

，ｂ＝

ｂ１
ｂ２


ｂ











Ｎ

，Ｂ＝

Ｂ１ ０ … ０
０ Ｂ２ … ０
   

０ ０ … Ｂ











Ｎ

，

ｂ＝∑
Ｎ

ｎ＝１
ｂｎ．

３２　行方向约束
同上节类似，ＷＭ×Ｎ中的任一行向量 λｍ 投影到

ＷＭ×Ｎ正交补子空间可以转化为求余差 ｒ
ｒ
ｍ 的极小

值，即：

ｒｒｍ＝λｍＰ
ｒ⊥
Ｎ×Ｎλ

Ｔ
ｍ （１０）

同理，将上式展开，则有：

ｒｒｍ＝ｙ
Ｔ
ｍＤｍｙｍ＋２ｄ

Ｔ
ｍｙｍ＋ｄｍ （１１）

式中ｙｍ为未知向量，Ｄｍ为的Ｐ
ｒ⊥
Ｎ×Ｎ子矩阵，ｄｍ为Ｐ

ｒ⊥
Ｎ×Ｎ行

中的元素和λｍ中已知元素相乘之和；ｄｍ为常数项．
对于所有的行，则总余差为：

ｒｒ＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｒｒｍ （１２）

将式（１１）代入式（１２），则有：
ｒｒ＝ｙＴＤｙ＋２ｄＴｙ＋ｄ （１３）

式中ｙ＝

ｙ１
ｙ２


ｙ











Ｍ

，ｄ＝

ｄ１
ｄ２


ｄ











Ｍ

，Ｄ＝

Ｄ１ ０ … ０
０ Ｄ２ … ０
   

０ ０ … Ｄ











Ｍ

，

ｄ＝∑
Ｍ

ｍ＝１
ｄｍ

３３　联合行列方向约束
在上面的列方向和行方向约束中，分别考虑了遮

挡点处于列或行上的约束，而实际上，遮挡点在行和列

４３７２
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上的约束是同时存在的，因此应该联合考虑．
向量ｘ和ｙ具有以下变换关系：

ｙ＝Ｍｘ （１４）
式中Ｍ为变换矩阵．

将式（１４）代入式（１３），并联合考虑行和列上的余
差，则有：

ｒ＝ｒｃ＋ｒｒ＝ＸＴ（Ｂ＋ＭＴＤＭ）ｘ＋２（ｂ＋ＭＴｄ）Ｔｘ＋（ｂ＋ｄ）
（１５）

上式中的最小值点位于：

ｘ＝（Ｂ＋ＭＴＤＭ）－１（ｂ＋ＭＴｄ） （１６）
在上述的推导过程中，假设投影矩阵 Ｔｃ⊥Ｍ×Ｍ和 Ｐ

ｒ⊥
Ｎ×Ｎ

都已知，但Ｔｃ⊥Ｍ×Ｍ和Ｐ
ｒ⊥
Ｎ×Ｎ都是来自式（３）对ＷＭ×Ｎ矩阵的

奇异值分解，而开始时，ＷＭ×Ｎ矩阵中含有遮挡点，因此，
无法实现奇异值分解．但开始时，可以假设遮挡点的初
值，然后利用行列向量约束，求到遮挡点，此时求到的遮

挡点比开始时给定的初值要更加接近真实值，因此可

以对遮挡点进行迭代求解．

４　实验

４１　仿真实验
为了验证本文方法的收敛性能，本文在 Ｗｉｎ７操作

系统下，处 理 器 为 ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ２ＤｕｏＣＰＵ Ｔ６５００＠
２１０ＧＨｚ，内存为２ＧＢ的笔记本电脑下，首先在单位球
内产生５０个三维空间点，并变化相机的参数以产生大
小为４８０×６４０的 ３０幅图像．同时，随机地把其中的
６５％图像点当作遮挡点，并在剩下的图像点中加入均值
为０，方差分别为１、２、３、４个像素的高斯噪声；然后，用
同样的方法产生３０幅图像，分别遮挡２５％、４５％、６５％、
８５％的图像点，并在剩下的图像点中加入均值为０，方
差为２个像素的高斯噪声．在每种情况下，分别用本文
方法求解遮挡点的值，迭代收敛图如图１和图２所示．

从图１和图２可以看出，本文方法的收敛速度非常
快，只需要１０次以内迭代就能达到收敛，原因是由于本
文将遮挡点的求解转化为迭代二次目标函数的极值求

解，而二次目标函数的极值求解可以一步求解完成．同

时，从图１可以看出，图像噪声不会影响收敛速度，只会
影响最终收敛值；从图２还可以看出，收敛速度和遮挡
率成反比，原因是遮挡率越高，约束越少，未知数越多，

因此算法的收敛速度就越慢．
为了比较研究遮挡率对 Ｗｉｂｅｒｇ方法和本文方法收

敛精度的影响，产生 ３０幅图像，并随机遮挡 １０％至
８０％的图像点，并在剩下的图像点中加入均值为０，方
差分别为１，２，３的高斯噪声，然后分别用 Ｗｉｂｅｒｇ方法
和本文方法进行遮挡点求解．在每种情况下进行５０次
重复实验，求平均误差，实验结果如图３所示．

从图３可以看出：（１）收敛精度与遮挡率成反比，原
因是由于遮挡率越高，可利用的点信息就越少，因此，约

束就越少，恢复精度就越低；（２）本文方法的恢复精度要
优于Ｗｉｂｅｒｇ方法，原因主要有两方面，一方面是 Ｗｉｂｅｒｇ
方法仅仅考虑了行方向上的约束，没有考虑列方向上的

约束，而本文方法既考虑了行方向上的约束，又考虑了列

方向上的约束，而且行列方向平等地对待；另一方面是

Ｗｉｂｅｒｇ方法构造的目标函数是非凸的，因此无法保证收
敛到全局最优解，而本文方法的目标函数是一个二次型

函数，是一个凸函数，能够保证收敛到全局最优解．
最后，为了比较研究 Ｗｉｂｅｒｇ方法和本文方法的抗

噪性能，用上述方法产生３０幅图像，并分别随机遮挡
４５％，５５％，６５％的图像点，然后在剩下的图像点中加入
均值为０，方差从０变化到３的噪声，分别用 Ｗｉｂｅｒｇ方
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法和本文方法求解遮挡点．同上述一样，在每种情况下
各重复５０次，然后求平均误差，结果如图４所示．

从图４可以看出，本文方法在恢复精度方面要优于
Ｗｉｂｅｒｇ方法，原因如上所述．
４２　真实实验

本文用数码相机获得了一个由２２幅大小为６４０×
４８０组成的西安钟楼图像序列，其中２幅图像如图５所
示，该图像序列绕西安钟楼一圈．本文提取了３９６个特
征点（如图５中所示），由于该图像序列绕西安钟楼
一圈，因此遮挡率高于５０％．用本文方法和Ｗｉｂｅｒｇ方法
分别恢复遮挡点的位置，恢复结果如图５中□所示，其
中第一行为本文方法的恢复结果，第二行为 Ｗｉｂｅｒｇ方
法的恢复结果．图５中□对应的点大部分为钟楼背面上
对应的特征点，钟楼底座是一个正方形，从图中可以看

出，本文方法恢复的钟楼底座上的特征点在一条直线

上，而Ｗｉｂｅｒｇ方法恢复的误差明显大于本文方法的误
差，因此本文方法具有更高的恢复精度．

５　结束语
　　本文在相机为正投影模型下，提出了一种迭代二

次规划遮挡点恢复方法，该方法首先分别利用图像矩

阵的行向量和列向量在图像矩阵生成的正交补空间上

的投影为０的特性，构造行和列余差函数，同时，对遮挡
点分别按行为主序和列为主序进行排列，利用排列后

这两者之间存在一个变换关系，将行和列余差函数统

一表示为一个二次优化目标函数．该方法由于同时考
虑了遮挡点在行和列两个方向的约束，因此，具有更高

的恢复精度．同时，该方法将遮挡点求解转化为迭代求
解一个二次规划问题，而二次规划的求解具有良好的

数值特性，因此本文具有收敛速度快，而且能够收敛到

全局最优．仿真实验和真实实验结果表明，本文方法具
有收敛速度快，恢复精度高等优点．
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曹　菡　女，１９６３年出生，四川荣县人，１９８６年和１９８９年在西北

大学计算机系分别获得学士学位和硕士学位，２００２年武汉大学测绘
遥感信息工程国家重点实验室获得博士学位，现为陕西师范大学教

授．从事图像处理、空间数据挖掘、智慧旅游等方面的有关研究．
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